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Avant propos du polycopié

Ce petit travail est destiné principalement pour les élèves qui seront la prochaine année en terminale sciences mathématiques. Il peut être utilisé
également pour la révision de certains chapitres du programme de la première sciences mathématiques.

Nombreux sont les élèves qui seront la prochaine année en terminale sciences mathématiques et qui se demandent lesquels parmi les chapitres vu
en première bac sciences mathématiques sont les plus importants et qui ont un lien direct avec les chapitres de la terminale de la même branche.
Dans ce polycopié d’une vingtaine de pages, les auteurs ont rassemblés un contenu qui jugent être utile pour la préparation à la rentrée en terminale,
branche mathématique. La plupart des exercices de ce poly sont issus de travaux dirigés et devoirs de quelques professeurs, en particulier Monsieur
Belkhatir Abdellah.

Classiquement, les grands axes sont l’algèbre, l’analyse ainsi que la géométrie. Dans ce polycopié, l’accent sera portée sur les chapitres suivants ; les
applications, l’étude des fonctions, la trigonométrie, le produit scalaire, les limites des fonctions réelles ainsi que l’arithmétique et le dénombrement
vu en première. Le polycopié contient principalement des exercices ainsi que des problèmes sur les thèmes cités précédemment ; des remarques
ainsi que des rappels de cours enrichissent également le contenu du polycopié.

Espérons que le lecteur y trouvera dans ce petit document de l’intérêt ainsi qu’un coup de main dans la préparation du baccalauréat. Bonne lecture
et surtout bon courage !
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Première partie

ALGÈBRE

1 Ensembles et applications

EXERCICE 1. On considère dans R les sous-ensembles suivants ;
A =]−∞,3], B =]−2,7] et C =]−5,+∞[.

1. Déterminer A−B et B − A, puis déduire A∆B .
Rappel. On rappelle que A∆B désigne la différence symé-
trique des deux ensembles A et B , et qui est définie par
A∆B = (A−B)∪ (B − A).

2. Déterminer A∩C et A∪C , puis déduire que A∆C .

Solution.

1. Commençons par déterminer l’ensemble A −B Soit x ∈ R un
nombre réel, x ∈ A −B si et seulement si x ∈ A et x ∉ B , si
et seulement si x ∈]−∞,3] et x ∉]−2,7] si et seulement si
x ≤ 3 et x ≤−2 ou x ≤ 3 et x > 7, si et seulement si x ≤−2.
Donc,

A−B =]−∞,−2]

0 1−1−2−3−4−5
×××××××××× ×

Passons ensuite à l’ensemble B − A, soit x un nombre réel,
x ∈ B−A si et seulement si x ∈]−2,7] et x ∉ A, si et seulement
si x ∈]−2,7] et x ∉]−∞,3], si et seulement si −2 ≤ x ≤ 7 et
x > 3 si et seulement si 3 < x ≤ 7 si et seulement si x ∈]3,7].
Donc,

B − A =]3,7]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
×××× × × × × × × × × × × × × ×

Finalement, on a
A∆B =]−∞,2]∪]3,7]

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6
×××××××××× × ××× × × × × ×××××

2. On détermine A∩C et A∪C ,

0 1 2 3−1−2−3−4−5
× × × × × × × × × × × × × × × × × × × × ××

A∩C =]−∞,3]∩]−5,+∞[= [−5,3[

De même, on obtient
A∪C =]−∞,3]∪]−5,+∞[=R

Finalement, on obtient

A∆C = (A∪C )− (A∩C ) =R−]−5,3] =]−∞,−5]∪]3,+∞[

ou encore
A∆C =]−∞,−5]∪]3,+∞[

Remarque. On peut montrer que pour deux parties X et Y
d’un ensemble E , on a

X∆Y = (X ∪Y )− (X ∩Y )

EXERCICE 2. On considère les ensembles suivants

E =
{

n ∈N,
14n +91

2n +1
∈N

}
Et

F =
{14n +91

2n +1
, n ∈N

}
1. (a) Déterminer tous les diviseurs positifs impairs de 84.

(b) Vérifier que pour tout entier naturel n, on a

14n +91

2n +1
= 7+ 84

2n +1

(c) En déduire en extension l’ensemble E .

2. (a) Justifier que 8 ∉ F .

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a

14n +91

2n +1
∈]7,91]

(c) Peut-on affirmer que F =]7,91] ? Justifier votre réponse.

Solution.

1. (a) Les diviseurs positifs de 84 qui sont impairs sont

3,7,21

(b) On écrit

14n +91

2n +1
= 7(2n +1)+84

2n +1
= 7+ 84

2n +1

Donc,

14n +91

2n +1
= 7+ 84

2n +1

(c) Soit n un entier naturel, n ∈ E si et seulement si

14n +91

2n +1
∈N

si et seulement si 2n+1 divise 84, puisque 2n+1 est im-
pair, donc d’après la question 1.(a), on peut déduire que
2n +1 = 3 ou 2n +1 = 7 ou 2n +1 = 7, si et seulement
si n = 1,3,10. On peut donc déduire que

E = {11,19,35}

2. (a) Supposons que 8 ∈ F , donc il va exister un entier naturel
n tel que

14n +91

2n +1
= 8

où encore 14n +91 = 8(1n +1), donc

91 = 8(2n +1)−14n

qui est pair, d’où l’absurdité.



(b) Soit n un entier naturel, on a

14n +91

2n +1
−7 = 91−7

2n +1
= 84

2n +1

qui est strictement positif. D’autre part, on a

14n +91

2n +1
−91 = −168n

2n +1
≤ 0

Finalement,

14n +91

2n +1
∈]7,91]

(c) On sait que 8 ∈]7,91] et que 8 ∉ F , donc

F 6=]7,91]

EXERCICE 3. Soit E un ensemble non vide et A et B deux parties de
E . On considère l’application

f : P (E) →P (A)×P (B), X 7→ (A∩X ,B ∩X )

1. (a) Montrer que f est injective si et seulement si A∪B = E .

(b) Montrer que f est surjective si et seulement si A ∩B =
∅.

2. Donner une condition nécessaire sur le couple (A,B) pour
que f soit bijective ? Expliciter alors f −1 dans ce cas.

EXERCICE 4. On considère l’application

f : R2 →R2, (x, y) 7→ (x + y,3x +2y)

1. Montrer que f est bijective et donner sa bijection réciproque
f −1.

2. On considère l’application

g : R2 →R2, (x, y) 7→ (|x|+ y,3|x|+2y)

Montrer que g n’est ni injective ni surjective.

EXERCICE 5. Pour tout x ∈ [0,1], on pose

f (x) =
p

xp
x +p

1−x

Montrer que f est une bijection de [0,1] vers [0,1].

EXERCICE 6 (∗). Soit f une application telle que

f ◦ f ◦ f = f

Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

2 Suites numériques

EXERCICE 1. Soit (an)n∈N la suite numérique définie par a0 = 2017
et pour tout entier naturel n,

an+1 = an

2019
+2018

Et pour tout entier naturel n, on pose bn = an −2019.

1. Montrer que la suite (bn)n∈N est géométrique en précisant sa
raison.

2. Calculer b0 puis exprimer bn en fonction de n.

3. En déduire que pour tout entier naturel n,

an = 2019− 2

2019n

4. Soit n ≥ 1 un entier naturel. Calculer en fonction de n la
somme

Sn = a0 +a1 + . . .+an−1

EXERCICE 2. Soit (un)n∈N la suite numérique définie par u0 = 1 et
pour tout entier naturel n,

un+1 = 3un

6un +1

1. (a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,
on a

1

3
< un ≤ 1

(b) Montrer que la suite (un)n∈N est strictement décrois-
sante.

2. Pour tout entier naturel n, on pose

vn = 1

un
−3

(a) Montrer que la suite (vn)n∈N est géométrique de raison

q = 1

3
.

(b) Calculer v0 puis exprimer vn en fonction de n.

(c) En déduire que pour tout entier naturel n,

un = 1

3−2×
(1

3

)n

3. Pour tout entier naturel non nul n, on pose

Sn =
n−1∑
k=0

1

uk

Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a

Sn = 3(n −1)+ 1

3n−1

EXERCICE 3. On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 0 et
pour tout entier naturel n ≥ 1,

un = un−1 + (−1)n ×n

1. Montrer que pour tout entier naturel n,

un+2 −un = (−1)n

2. Pour tout entier naturel non nul n, on pose vn = u2n +u2n−1

et wn = u2n .

(a) Montrer (wn)n∈N∗ est une suite arithmétique puis ex-
primer son terme général en fonction de n pour tout
n ∈N∗.

(b) Montrer que la suite (vn)n∈N∗ est constante.



(c) Calculer en fonction de n la somme

Sn = u1 +u2 + . . .+un

où n est un entier naturel non nul.

EXERCICE 4.

1. Montrer que pour tout x ∈ [0,1[,

p
1−x < 1− x

2
< 1p

1+x

2. On considère la suite numérique (un)n∈N définie par u0 = 1

2
et pour tout entier naturel non nul n,

un =
(
1− 1

2n

)
×un−1

Et pour tout n ∈ N, on pose vn = un ×p
n +1 et wn =

un ×p
n.

(a) Montrer que (vn) est strictement décroissante et que
(wn) est strictement croissante.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n, on a

1

4
p

n
≤ un ≤ 1

2
p

n +1

(c) Exprimer un en fonction de n.

EXERCICE 5. Soit (Sn)n∈N∗ la suite définie par pour tout entier na-
turel non nul n,

Sn =
n∑

k=1

1

k × (2k +1)

Montrer que la suite (Sn)n∈N∗ est bornée.

EXERCICE 6 ∗. On considère la suite numérique (un)n∈N définie par
u0 = 1 et par la relation récurrente

un+1 = un√
1+2u2

n

Expliciter le terme général de cette suite en fonction de n.

3 Arithmétique dans Z

EXERCICE 1.

1. (a) Déterminer suivant les valeurs de l’entier naturel n, le
reste de la division euclidienne de 2n par 5.

(b) En déduire le reste de la division euclidienne de 22048

par 5

2. Soit x un entier naturel tel que x ≡ 2 (mod 5).
Montrer que le nombre b = 1+x+x2+ . . .+x2047 est divisible
par 5.

EXERCICE 2. Pour tout entier naturel n, on pose an = n3 −2n+5 et
bn = n +1.

1. (a) Montrer que pour tout entier naturel n, on a

an = (n2 −n −1)×bn +6

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a an ∧bn =
bn ∧6 puis donner les valeurs possibles an ∧bn .

2. (a) Quelles sont les valeurs de l’entier naturel n pour les-
quelles bn divise an ?

(b) Quelles sont les valeurs de l’entier naturel n pour les-
quelles an ∧bn = 6 ?

(c) Quelles sont les valeurs de l’entier naturel n pour les-
quelles an ∧bn = 3 ?

EXERCICE 3.

1. Montrer que 137 est un nombre premier.

2. Soit p ≥ 5 un nombre premier.

(a) Montrer que p ≡ 1 (mod 3).

(b) Montrer que 2p ≡ 2 (mod 3).

(c) En déduire que 2p +p2 n’est pas premier.

EXERCICE 4. On considère dans Z2 l’équation

(E), (x +1)2 = 9+5y

Et soit (x, y) une solution de l’équation (E),
montrer que x ≡ 1 (mod 5) ou x ≡ 2 (mod 5)
puis déterminer les solutions de l’équation (E).

EXERCICE 5. Pour tout entier naturel n, on pose

Un = 2n +5n

1. Montrer que pour tout entier naturel n, on a Un+2 = 7Un+1−
10Un .

2. Montrer que tout diviseur commun de Un et Un+1 divise
3×2n et 3×5n .

3. Montrer que Un et Un+1 sont premiers entire eux.

EXERCICE 6∗. Soit n ≥ 2 un entier naturel tel que le nombre de ses
diviseurs est impair. Montrer que n est un carré parfait.

4 Dénombrement

EXERCICE 1. Une urne contient douze boules ; 5 blanches, 4 noires
et 3 vertes. On tire successivement et sans remise 4 boules de l’urne.
Déterminer le nombre de tirage comprenant

1. Exactement deux boules blanches.

2. Au moins une boule noire.

3. Au plus une boule blanche.
4. Une seule couleur.
5. Les trois couleurs.
6. Exactement deux couleurs.
7. La première boule tirée est blanche.



8. La seconde boule tirée est noire.

EXERCICE 2. On dispose de cinq casiers numérotés de 1 à 5 et de
trois boules portant les lettres ; a,b et c . On range les 3 boules dans
les cinq casiers, chaque boule va dans un casier et un casier peut ne
contenir aucune boule, une boule ou plusieurs.

1. Combien y a-t-il de rangements possibles ?
2. Combien y a-t-il de rangements pour lesquels chaque casier

contient au plus une boule ?
3. Combien y a-t-il de rangements pour lesquels le casier numéro

1 contient 2 boules et le casier numéro 2 une seule ?
4. Combien y a-t-il de rangements pour lesquels le casier numéro

1 ne contient aucune boule ?
5. Dans cette question, on suppose que chaque casier ne peut

contenir plus d’une boule.
(a) Combien y a-t-il de rangements possibles ?
(b) Combien y a-t-il de rangements pour lesquels le casier

numéro 1 est vide ?

EXERCICE 3.
1. Combien y a-t-il de chemins qui vont de A vers C suivant le
quadrillage ? (On autorise que deux directions de mouvements ;
vers la droite et vers le bas)

2. Combien y a-t-il de chemins qui vont de A vers C passant par
B ?

A

B C

P

M

Q

T

√
32 +62

A

B C

H
O

D

X

Y

S
ω

U

MP

W

A

B

C

D

E

F

G

X

A B

CD

a

a

A

B

C

D
Q

R

P

S

M

NX

A

B C

I

D

M

C∗

K

H

J

P

A B

CD

E

F

G

A B

CD

F

GE

X

nnnnn

m
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b
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b

b

b
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b

b

b

b

b

b

b

b

u u

u

u

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b
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b

b

b

b b

b b

b

b

b

b

b

u u

u

u

bc

bc
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EXERCICE 4. On veut distribuer 6 boules numérotés de 1 à 6 sur 3
trous numérotés de 1 à 3 de sorte que chaque trou contient exacte-
ment contient exactement deux boules.

1. Dénombrer le nombre de distributions possibles.

2. Dénombrer le nombre de distributions pour lesquelles les
boules B1 et B2 sont dans le trou T1.

3. Dénombrer le nombre de distributions pour lesquelles les
boules B1 et B2 sont des trous différents.

4. Dénombrer le nombre de distributions pour lesquelles les
boules qui portent des numéros pairs sont dans trois trous
différents deux à deux.

EXERCICE 5. Un sac contient 26 jetons reprenant les 26 lettres de
l’alphabet.

1. On tire simultanément 5 jetons du sac. Déterminer le nombre
de tirages distincts comprenant

(a) Exactement deux voyelles.

(b) Au moins une voyelle.

2. On tire successivement 5 jetons avec remise. Déterminer le
nombre de tirages distincts comprenant

(a) Exactement deux voyelles.

(b) Au moins une voyelle.

EXERCICE 6 ∗. Soit n ≥ 1 un entier naturel. Montrer que l’iden-
tité (

n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ . . .+

(
n

n

)
=

(
2n

n

)

a lieu.



Deuxième partie

ANALYSE

5 Généralités sur les fonctions numériques, Limites

EXERCICE 1. Soient f et g les fonctions numériques définies
par

f (x) = x2 − 2

x
+1, g (x) =

√
x

x3 +x −2

1. (a) Montrer que f est strictement croissante sur ]1,+∞[ et
[−1,0[.

(b) Montrer que f est strictement décroissante sur ] −
∞,−1].

2. Montrer que l’ensemble de définition de la fonction g est

Dg =]−∞,0]∪]1,+∞[

3. Montrer que pour tout x ∈]−∞,0]∪]1,+∞[, on a( 1

g (x)

)2
= f (x)

4. En déduire la monotonie de g sur ] −∞,−1], [−1,0[ et
]1,+∞[.

EXERCICE 2. Résoudre dans l’ensemble des nombres réels R l’équa-
tion suivante,

(e), 20[x −E(x)]+ E(x)

2
= 2020

où E(x) désigne la partie entière du nombre réel x .

Solution. Soit x une solution de l’équation (e), on pose x = E(x)+ r
où r est un réel ∈ [0,1[. L’équation se réécrit sous la forme
(e), 40r +E(x) = 4040, où encore 40r = 4040−E(x) ∈ Z mais
40r ∈ [0,40[ (puisque r ∈ [0,1[). Il vient que 40r ∈ {0,1,2,3, . . . ,39},

ensuite si r = k

40
avec k ∈ {0,1,2, . . . ,39}, alors

E(x) = 4040−40r = 4040−k

. Ce qui entraîne que

x = E(x)+ r = 4040−k + k

40
= 4040− 39

40
k

avec k un entier ∈ {0,1,2, . . . ,39}. Réciproquement, tous ces nombres
réels vérifient l’équation (e) (on le vérifie facilement). En résumé, l’en-
semble des solutions de l’équation (e) s’écrit

S(e) =
{

4040− 39k

40
, k ∈ {0,1,2, . . . ,39}

}
EXERCICE 3. On considère la fonction

f : x 7→ sin(x −1)

|x −1|× (x −1)n

où n ∈Z est un entier relatif.
Déterminer l’ensemble des entiers n pour lesquels

la fonction f admet une limite finie en x0 = 1.

Solution. Nous allons discuter 5 cas, n =−1,0,1,≥ 2 où n ∈Z− avec
n ≤−2. Commençons par le cas n = 0, on a

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

sin(x −1)

(x −1)
= 1

Et

lim
x→1−

sin(x −1)

−(x −1)
=−1

en vertu de la limite usuelle lim
t→0

sin t

t
= 1. Dans ce cas f n’admet

pas de limite en x0 = 1 (puisque la limite à gauche est différente de
celle qui est à droite en x0 = 1). Si n = 1, alors

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

sin(x −1)

(x −1)2 = lim
x→1+

1

x −1
× sin(x −1)

x −1
=+∞

Et ceci suffit pour affirmer que f n’admet pas de limite finie en
x0 = 1. Pour n =−1, on a

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

sin(x −1) = 0

Et aussi
lim

x→1−
f (x) = lim

x→1−
−sin(x −1) = 0

Dans ce cas, la fonction f admet une limite finie en x0 = 1. Suppo-
sons maintenant que n ≥ 2, nous avons

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

1

(x −1)n × sin(x −1)

x −1
=+∞

Donc, dans ce cas f n’admet pas de limite en x0 = 1. Le dernier
cas à discuter est n ≤−2. Dans ce cas, on peut écrire n =−n′ avec
n′ ≥ 2 un entier naturel. On remarque que

| f (x)| ≤ |x −1|n′−1 → 0 quand x → 1

Donc, par le théorème des gendarmes, on peut déduire que

lim
x→1

f (x) = 0

En résumé, l’ensemble des entiers n pour lesquels f admet une li-
mite finie est Z−

∗ .

EXERCICE 4. On considère trois nombres réels a,b et c tels que pour
tout réel x , on a

E(ax)+E(bx) = E(cx)

1. Montrer que pour tout nombre réel α, on a

lim
x→∞

E(αx)

x
=α

2. En déduire que a +b = c .



EXERCICE 5. Déterminer la valeur de la limite suivante,

lim
x→0

1−cos x ×cos2x

x2

EXERCICE 6 ∗. Soit f : R→]0,+∞[ une fonction telle que

lim
x→+∞ f (x)+ 1

f (x)
= 2

Calculer la limite de la fonction f en +∞.

6 Dérivation et étude de fonctions

EXERCICE 1. Soit n ≥ 2 un entier naturel. Déterminer en fonction de
n la valeur de la somme

Sn =
n∑

k=0
k2C k

n

Solution. On va d’abord commencer par déterminer en fonction de

n la somme S′
n =

n∑
k=0

kC k
n . On considère la fonction F définie sur R

par

F (x) = (1+x)n =
n∑

k=0
C k

n xk

La fonction F est dérivable sur R (c’est une fonction polynômiale) et
on a pour tout x ∈R,

F ′(x) = n(1+x)n−1 =
n∑

k=0
kC k

n xk−1

Remarquons que S′
n = F ′(1) = n2n−1. Pour Sn , on sait que la fonc-

tion F est dérivables deux fois sur R et que pour tout x ∈ R, on
a

F ′′(x) = n(n −1)(1+x)n−2 =
n∑

k=1
k(k −1)C k

n xk−2

=
n∑

k=2
k2C k

n xk−2 −
n∑

k=2
kC k

n xk−2

Donc

n(n −1)2n−2 = F ′′(1) = Sn −1−S′
n +1 = Sn −S′n = Sn −n2n−1

Et par conséquent

Sn = n2n−1 +n(n −1)2n−2

EXERCICE 2. Parmi tous les losanges qui ont le même pé-
rimètre p , quel est celui qui a la plus grande surface ?

Solution. Notons x un diamètre d’un losange et a l’autre diamètre.
Soit S(x) la surface de ce losange. On sait que S(x) = ax . On va dé-
terminer a en fonction de p et x , d’après le théorème de Pythagore,
on sait que

a

2
=

√( p

4

)2
−

( x

2

)2
=⇒ a =

√
p2

4
−x2 =

√
p2 −4x2

2

Donc S(x) = x
√

p2 −4x2

2
, il s’agit de déterminer le maximum de la

fonction S(x). La fonction S est dérivable sur [0, p/2[ et on a pour
tout x ∈ [0, p/2[,

S′(x) = 1

2

(√
p2 −4x2 − 4x2√

p2 −4x2

)
= −4x2 −4x2 +p2

2
√

p2 −4x2

= −8x2 +p2

2
√

p2 −4x2

Et on a

S′(x) = 0 ⇐⇒ −8x2 +p2 = 0 ⇐⇒ x =
p

2p

4

La valeur maximale que peut prendre l’aire d’un losange de péri-
mètre p est p2/8, tel que un de ces diamètres vaut

p
2p/4. Soit a

le second diamètre d’un losange de surface maximale (son périmètre

étant p ). On sait que a ×
p

2p

4
= p2

8
, et alors a =

p
2p

4
. Finalement

la nature d’un losange de surface maximale avec un périmètre donné
est un carré.

EXERCICE 3. On travaille dans le plan usuel muni d’un re-

père orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ). Soit A le point de cordonnés

(−1,1) et soit C le cercle d’équation x2 + y2 = 2x . Trouver
les équations de toutes les tangentes de C passant par A.

EXERCICE 4. Dans le plan muni d’un repère orthonormé, consi-
dérons la parabole d’équation y = x2. On relie par une droite
chaque point de Γ d’abscisse égal à un entier naturel n ≥ 2
à chaque point de Γ d’abscisse égal à un entier relatif infé-
rieur ou égal à −2. Que constater sur l’axe des ordonnées ?

EXERCICE 5. Déterminer la valeur de la limite suivante,

lim
x→1

1

2(1−p
x)

− 1

4(1−
√p

x)

EXERCICE 6 ∗. Déterminer le maximum et le minimum de l’expres-
sion sin x + cos x pour x parcourant l’ensemble des nombres réels
R.



Troisième partie

GÉOMÉTRIE

7 Trigonométrie

EXERCICE 1. Résoudre dans [0,2π] l’inéquation

(I ), sin x ≤p
1−2cos x

EXERCICE 2. Soient α,β et γ les mesures des angles d’un triangle.
Montrer que

tanα+ tanβ+ tanγ= tanα× tanβ× tanγ

EXERCICE 3. Soient a,b et c les trois mesures des angles d’un tri-
angle.

1. Montrer que

tan2
(π−a

4

)
+ tan2

(π−b

4

)
+ tan2

(π− c

4

)
≥ 1

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que l’in-
égalité ci-dessus soit une égalité.

8 Produit scalaire dans le plan

EXERCICE. Dans le plan P , on considère les deux points A(2,3) et
B(−2,1) et l’ensemble

Γk = {M ∈P , AM 2 +B M 2 = 2k}, k ∈R+
∗

1. Vérifier que pour tout point M(x, y) de P , on a

AM 2 +B M 2 = 2[x2 + (y −2)2 +5]

2. Montrer que l’ensemble Γ6 est un cercle et déterminer ses
éléments caractéristiques.

3. Discuter suivant les valeurs de k la nature du cercle Γk .

4. Déterminer les valeurs de k pour lesquelles Γk soit le cercle
C de diamètre [AB ].

5. Déterminer l’équation cartésienne de la tangente du cercle C .



PROBLÈME

Soit fn la fonction numérique définie sur R+ par

(∀x ∈ [0,+∞[), fn(x) = x2n

où n un entier naturel.
– Partie I –

1. Pour tout entier naturel n ≥ 1, montrer que lim
x→+∞ fn(x) =+∞ en utilisant la définition.

2. Montrer que la fonction fn est injective par récurrence sur pour tout n ∈N.

3. Prouver que la fonction fn est injective autrement.

4. Montrer que la fonction fn est une bijection de R+ vers R+ pour tout entier naturel n. Expliciter φn sa bijection réciproque
pour tout entier naturel n.

5. Sans utiliser la forme explicite de φn , montrer par deux méthodes différentes, que

(∀n ∈N)(∀(x, y) ∈R+×R+), φn(x y) =φn(x)φn(y)

6. Montrer que
(∀x ≥ 1)(∀K ∈R+,K ≥ fn(x))(∃!p ∈N∗), fp (x) ≤ K < fp+1(x)

Indication. Utiliser le fait que f (R+) =R+.

– Partie II –
1. On définit la fonction ΦN sur R+, pour tout x ≥ 0

ΦN (x) =
√√√√φN (x)

N∏
p=0

φp (x)

où N un entier naturel.

(a) Justifier soigneusement pourquoi la fonction ΦN est bien définie pour tout entier naturel N .

(b) Montrer par récurrence sur N que pour tout réel x ≥ 0 et tout entier naturel N , on a

ΦN = idR+

(c) Montrer autrement le résultat de la question précédente.

2. On considère la fonction
∑

définie sur R+ par∑
(x) = 1+ f0(x)0 + f0(x)++ f0(x)2 + . . .+ (

f0(x)
)1997

Résoudre dans l’ensemble des nombres réels l’équation

(E),
∑

(x) = 4999



SOLUTION PROPOSÉE DU PROBLÈME

Partie I

1. Il s’agit de montrer que
(∀A > 0)(∃B > 0)(∀x ∈R), x > B =⇒ fn(x) > A

Pour A > 0 un nombre réel et pour par exemple B = A+1, on a par croissance de f (facile à voir),

x ≥ B +1 =⇒ fn(x) ≥ fn(B) = fn(A+1) = (A+1)2n ≥ A+1 > A

Donc
lim

x→+∞ fn(x) =+∞
2. Montrons que pour tout entier naturel n, la fonction fn est injective. Pour n = 0, c’est évident. Supposons le résultat vrai pour le rang

n, et montrons le pour le rang n +1, on remarque que fn+1(a) = fn(a)2 pour tout nombre réel a ≥ 0. Ensuite, on a pour x, y ∈R+

vérifiant fn+1(x) = fn+1(y) ce qui suit

fn+1(x) = fn+1(y) =⇒ fn(x)2 = fn(y)2 =⇒ | fn(x)| = | fn(y)| =⇒ fn(x) = fn(y) =⇒ x = y

par injectivité de fn (l’hypothèse de récurrence). Finalement,

Pour tout entier naturel n, la fonction fn est injective.
3. Première méthode. On remarque que la fonction fn est croissante strictement pour n ∈N fixé car fn est de dérivée positive non nulle,

elle est par conséquent injective.
Seconde méthode. Soient x et y deux nombres réels positifs tels que fn(x) = fn(y) pour n ∈ N qu’on supposera fixe. Si f (x) =

0 = f (0), on a bien évidemment x = 0.Pour x 6= 0, l’égalité fn(x) = fn(y) entraîne x2n = y2n
et alors (x/y)2n = 1. Si x et y sont

différents, ou bien x > y donc (x/y)2n > 1 = (x/y)2n , ou bien x < y , donc (x/y)2n < 1 = (x/y)2n
et dans les deux cas, on trouve

une absurdité. Notre hypothèse de départ est par la suite fn(x) = fn(y) entraine x = y , pour tout couple de réels positifs (x, y). La
fonction fn est alors injective.

4. Montrons que fn est bijective. Il reste à montrer la surjectivité, on procède par récurrence. Pour n = 0, c’est évident, supposons que
fn est surjective et montrons que fn+1 est surjective. Soit y un élément de l’ensemble d’arrivée R+ de fn+1. On cherche à trouver un
élément x0 de l’ensemble de départ R+ de fn+1 tel que y = fn+1(x0) ; on sait qu’il existe x ′

0 ∈R+ tel que y = fn(x ′
0) par hypothèse

de récurrence. Or, on remarque que fn(x0) = fn+1(
√

x ′
0). En posant x0 =

√
x ′

0, celui ci est bien évidemment un antécédent de y par
fn+1.
Pour la bijection réciproque φn , soit y ∈R+, on a pour x ∈R+

fn(x) = y ⇐⇒ x2n = y ⇐⇒ x2n−1 =p
y ⇐⇒ x2n−2 =

√p
y ⇐⇒ . . . ⇐⇒ x =

√√
. . .

p
y︸ ︷︷ ︸

n radicaux

Donc la fonction réciproque φn de la fonction est définie de R+ vers R+ par

φn(x) =
√√

. . .
p

x︸ ︷︷ ︸
n radicaux

pour tout nombre réel x positif.

5. On se donne deux nombres réels positifs x et y , la surjectivité de fn entraine l’existence d’un couple (a,b) de nombres réels vérifiant
(x, y) = ( fn(a), fn(b)), par la suite

φn(x y) =φn( fn(a) fn(b)) =φn(a2n
b2n

) =φn((ab)2n
) =φn( fn(ab) = ab = f −1

n (x) f −1
n (y) =φn(x)φn(y)

D’où
(∀n ∈N)(∀(x, y) ∈R+×R+), φn(x y) =φn(x)φn(y)

6. Comme indiqué, on a f (R+) = R+, plus précisément pour un réel x ≥ 1 on a par croissante de fn (pour tout entier naturel n),
fn([x,+∞[) = [ fn(x),+∞[ et pour x fixé, la croissance stricte de la suite ( fn(x))n∈N (car x ≥ 1) permet d’écrire

fn([x,+∞[) = [ fn(x),+∞[= [ fn(x), fn+1(x)[∪[ fn+1(x), fn+2(x)[∪ . . .∪ . . . = ⋃
p≥n,p∈N

[ fp (x), fp+1(x)[

D’où sous l’hypothèse K ≥ fn(x) on a l’existence de p ∈N tel que K ∈ [ fp (x), fp+1(x)[.
Pour l’unicité, si il existe deux entiers naturels p, q ≥ n tels que fp (x) ≤ K < fp+1(x) et fq (x) ≤ K < fq+1(x). Par conséquent

K ∈ [ fp (x), fp+1(x)[∩[ fq (x), fq+1(x)[=∅

puisque la suite ( fn(x))n∈N est strictement croissante. Ce qui constitue une absurdité claire.



Partie II

1. (a) Pour tout entier naturel N ∈N, l’ensemble de définition de la fonction ΦN est l’intersection des ensembles des définitions de
toutes les fonctions φp (pour p ∈ {0,1, . . . , N }) qui vaut R+. Donc la fonction φN est bien définie puisque ce qui à l’intérieur
de la racine est positif.

(b) Une récurrence simple amène au résultat.

(c) Soit x ≥ 0 un nombre réel. On a en remarquant que pour tout k ∈N on a x = fk (φk (x)) =φk (x)2k
(donc φk−1(x) =φk (x)2,

par récurrence on obtient φk (x) =φ2N−k

N ,

ΦN (x) =
√√√√φN (x)

N∏
n=0

φp (x) =
√√√√φN (x)

N∏
n=0

φ2N−p

N =
√

φN (x)φ
∑N

n=0 2N−p

N =
√
φN (x)φ

∑N
n=0 2N−p

N

=
√
φN (x)φ

∑N
n=0 2p

N =
√
φN (x)φ2N+1−1

N =
√
φ2N+1

N (x) =φ2N

N (x) = fN (φN (x)) = x

ceci étant vrai pour tout x ∈R+, on a bien

ΦN = idR+

2. L’équation en question est équivalente (puisque f0 = id),

1+1+x +x2 = . . .+x1997 = 21998

On remarque 2 est une solution (en utilisant une somme géométrique), de plus la fonction
∑

est injective (puisqu’elle est strictement
croissante), le 2 est l’unique solution, donc l’ensemble des solutions de l’équation en question est

S = {2}

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗


